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Uma das mais

interessantes propriedades

dos objetos na natureza

é que eles se apresentam

de formas diferentes

quando observados

de maneiras distintas.

Por exemplo, uma laranja

pode parecer um ponto

quando observada

de muito longe,

mas aproxima-se

de uma esfera quando

observada mais de perto.

Sob uma lente, veremos

os diversos poros

na sua casca e sob

um microscópio

poderemos observar

as células que

a constituem.

Assim, um mesmo objeto

pode ser diferentemente

descrito e compreendido

quando observado

em escalas espaciais

distintas. Isso tem sido

explorado pela ciência

dentro de uma estratégia

conhecida como

‘dividir para conquistar’,

o que possibilita melhor

analisar e compreender

um fenômeno natural

quando tratado dentro

de certo intervalo

de escala espacial.

Luciano da Fontoura Costa
e Andrea Gomes Campos Bianchi
Grupo de Pesquisa
em Visão Cibernética,
Instituto de Física de São Carlos,
Universidade de São Paulo
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A dimensão fractal
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Figura 1. Exemplo para a curvatura
multiescala. Em (A), temos
o objeto em estudo; em (B),
o seu contorno; em (C), o valor
absoluto de sua curvatura; em (D),
o contorno com suas versões
‘suavizadas’ em azul. Em (E),
está o curvograma e suas
respectivas versões suavizadas

Figura 2. Curva de Koch em suas diferentes escalas.
Ao substituirmos cada uma das arestas do objeto
em (A) pelo próprio elemento gerador, obtemos (B).
As duas próximas substituições nos levam às curvas
em (C) e (D), e assim por diante. A curva triádica
de Koch será obtida ao se repetir infinitamente
esse processo para dentro e para fora da figura

Como exemplo do método de cur-
vogramas,     apresentamos um objeto
(figura 1A)     que é percorrido ao longo
de seu contorno. Esse percurso ini-
cia-se no ponto marcado em verme-
lho, movendo-se em sentido horário,
conforme ilustrado na figura 1B.     O
valor absoluto da curvatura ao longo
do contorno do objeto é mostrado na
figura 1C. Naturalmente, as partes

mais encurvadas do objeto implicam
maior curvatura, sendo essa a razão
de o valor absoluto da curvatura (li-
nha vermelha na figura 1C) apresen-
tar ‘picos’ ou ‘elevações’ onde é maior
a curvatura do objeto em questão.

Essa abordagem pode ser ain-
da mais enriquecida através do bor-
ramento progressivo do contorno.
Por borramento, entende-se a per-
da de pequenos detalhes do con-
torno – algo semelhante ao que
ocorre quando embaçamos as len-
tes dos óculos.     De fato, o processo
de borramento pode ser imedia-
tamente compreendido observan-
do-se a figura 1D, que apresenta
uma seqüência de versões progres-
sivamente borradas (curvas azuis)
do contorno.

Observe que esses borramen-
tos progressivos representam uma

visão do objeto original ao lon-
go de escalas espaciais cada vez
maiores e com menos detalhes,
dando origem à natureza multies-
cala do problema. O curvograma é,
então, definido pelos gráficos de
curvatura obtidos para cada uma
das versões borradas do contorno,
conforme ilustrado na figura 1E.

Ao observarmos como os picos
das ‘montanhas’ definidas ao lon-
go do eixo em negrito evoluem à
medida que aumentamos a escala
espacial, verificamos que alguns
dos picos diminuem de altura ra-
pidamente, ao passo que outros
permanecem altos ao longo de um
maior intervalo de escalas. Essa
dinâmica da evolução dos picos
apresenta uma interessante indi-
cação sobre a ‘saliência’ dos pon-
tos respectivos no contorno.

�

Curvogramas
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O método tradicionalmente co-
nhecido como ‘contagem de cai-
xas’, que define uma dimensão
fractal de mesmo nome, envolve a
sobreposição no objeto, represen-
tado pela curva em vermelho, de
grades com células (ou ‘caixas’)
de tamanhos diferentes (figura
4A, 4B, 4C e 4D).

Para cada uma dessas grades,
contamos quantas células contém
ao menos uma diminuta parte do
objeto e, a partir disso, construí-
mos     um gráfico do número de cé-
lulas contendo partes do objeto
em função do tamanho das célu-
las (figura 4E)     – para o leitor mais
versado em matemática, adianta-
mos que esse gráfico é feito com
base na função denominada     lo-
garitmo.     O valor absoluto da incli-
nação da reta assim definida nos
dá uma estimativa da dimensão
fractal do objeto investigado.

Figura 3. Exemplo de figuras fractais teóricas, com seus
respectivos valores de dimensão fractal (Fs)
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Figura 4. Ilustração do método tradicional de cálculo de dimensão
fractal denominado ‘contagem de caixas’. A contagem dos elementos
que pertencem às grades – itens de (A) até (D) – para cada tamanho de
caixa gera o gráfico em     (E). Neste, o valor da dimensão fractal do objeto
(Fs) é obtido pela divisão dos lados (�y/�x) do triângulo formado

Contagem de caixasContagem de caixas
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FigurFigurFigurFigurFigura 5. a 5. a 5. a 5. a 5. Variação do valor da dimensão fractal
ao longo da curva segundo     o intervalo adotado

FigurFigurFigurFigurFigura 6. a 6. a 6. a 6. a 6. Exemplo da dilatação do contorno
de um objeto
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Figura 7. Ilustração de medidas extraídas do gráfico
com a curva de dimensão fractal multiescala: pico de
fractalidade (F

max
), escala de máxima fractalidade

(D
max

) e largura de alta fractalidade (L)
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O grande potencial da dimensão
fractal para caracterizar objetos e
fenômenos naturais pode ser ilus-
trado através de dois exemplos
derivados de projetos em anda-
mento no Grupo de Pesquisa em
Visão Cibernética do Instituto de
Física de São Carlos (IFSC), da Uni-
versidade de São Paulo (USP).

O primeiro exemplo refere-se à
caracterização da complexidade
de neurônios. Como essas células
têm forma tipicamente elaborada
e ramificada, é natural que a carac-
terização da complexidade de sua

Figura 8. Gráficos de dimensões fractais
multiescala para imagens de duas formas de folha.
Os pontos vermelhos nos gráficos (curvas
de dimensão fractal multiescala) representam o pico
de fractalidade (F

max
) para cada uma das formas

Figura 9. Exemplo de complexidade
para diferentes formas de células neurais.
Nas curvas de dimensão factal multiescala,
não apenas os picos de fractalidade
(pontos vermelhos) indicam
uma complexidade crescente,
mas também a maior largura da terceira
curva demonstra que a complexidade
da respectiva célula se estende por
um maior intervalo de escalas espaciais

morfologia – o que pode ser neces-
sário para fins de diagnóstico –
possa ser efetivamente realizada
utilizando-se a dimensão fractal
multiescala (figura 9).     Essa apli-
cação tem sido realizada em co-
laboração com as pesquisadoras
Marinilce dos Santos e Dânia
Hamassaki Britto, do Instituto de
Ciências Biomédicas da USP.

O segundo exemplo relaciona-
se à caracterização da complexi-
dade da forma de pequenas partí-
culas de aerossóis (solução na qual
partículas sólidas ou líquidas es-
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tão dispersas em um gás).     A com-
plexidade de uma partícula de um
aerossol     determina suas caracte-
rísticas aerodinâmicas. Um aeros-
sol constituído por partículas mais
lisas apresentará menor viscosi-
dade para escoamento dentro de
tubulações. Já um aerossol com-
posto por partículas mais rugosas
apresentará fluxo mais errático,
permitindo maior possibilidade
de choque com as paredes nas
quais é injetado.

Por exemplo, é interessante que
um aerossol usado para transporte
de medicamentos via inalação
apresente fluxo bastante irregu-
lar, aumentando assim a sua     efe-
tividade da assimilação, através
de choques, pelas paredes dos al-

Exemplos de aplicaçãoExemplos de aplicação
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Figura 10. Exemplo
da complexidade
de partículas.
As diversas partículas
e suas     respectivas curvas
da dimensão fractal
multiescala demonstram
clara e precisamente
a rugosidade
das partículas em termos
do valor máximo
da curva (F

max
),

no sentido
de que partículas
mais complexas
apresentam maiores
valores dessa medida
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véolos pulmonares. Assim, fica
clara a importância de caracteri-
zarmos de modo objetivo e efetivo
a rugosidade dessas partículas,
o que pode naturalmente ser feito
utilizando-se a dimensão fractal (fi-
gura 10). Essa abordagem é utiliza-
da por nosso colaborador Brian
Kaye, da Universidade Laurentian
(Canadá).

Há também a possibilidade –
correntemente sendo explorada
pelo Grupo de Pesquisa em Visão
Cibernética – de estender a dimen-
são fractal multiescala para três ou
mais dimensões, o que deverá ser
aplicado na caracterização da den-
sidade e da     complexidade de pa-
drões de expressão de proteínas
no desenvolvimento de embriões.
Esse projeto é conduzido em cola-
boração com o Departamento de
Anatomia da Universidade de Vie-
na (Áustria).
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Além da     descrição
dos conceitos
apresentados
neste artigo,
traz animações
e um programa
executável para
plataforma
Windows
com o qual
é possível
estimar curvas
de dimensão
fractal
multiescala
de objetos
bidimensionais.


